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§ Mudanga da Base

Sejam dois conjuntos ortonormais completos:

{la)}, {Iv)}
Assim temos
<a//’(l”> = 60,’,(1”
<b/|b//> _ 5b’,b”
L=> la) (=22 V)V

§Def: Operador Unitario U
Ut-U=U-Ul=1 =U"'=U"

Theorem 1. Sempre existe um operador unitdario que transforma a base, isto é
um operador U tal que

b)Y =U o)) | j=1,2,..,N.
Dem. Por construgao o operador abaixo faz a mudanca da base
U=>" [p")(a®].
k
Em efeito,
Ula®) =57 [p®) (a®]a@y = [p0) | j=1,2, ..., N.

k

Mostremos que U é unitdario:

Ut =Y ’a(k)><b(k){ ’
UL U= 30| a® ) (60 [609)(a®)]| =
= th/ ’ a(’“) > (Sk:,k’ < a(k/)| = Za, |a’>(a’| =1. C.q.d, [

Em outras palavras, isto é uma consequéncia trivial do desenvolvimento:

W)= la) {@lb) .



Calculamos agora a representagao matricial de U em relagao a base {|a’) }. Temos

o resultado ' ' o
<a(k) U a(3)> =3, <a(k)|b(1)> <a(’)|a(3)> —
=3, <a(’f)|b(i)> i = <a(k)|b(j)> )

Os elementos de matriz de U na base {|a’)} sdo construidos pelos produtos internos
entre as duas bases.

§. Transformacao de coordenadas
Seja | > um ket arbitrario. Ele pode ser expandido em relagao a qualquer

uma das bases:
@) =Y Ja) {dla) =) |B) (la) .
a’ b
Procuramos a equacao de transformacao dos coeficientes. Primeiro notamos que
<a(j) ’UT| a(k)> — <a(k)|b(j)>* — <b(j)|a(k)> 7
e portanto temos
<b(k)|a> =3, <b(k)|a(i)> <a(i)|oz> =
=Y, <a(kr) |UT} a(i)> <a(i)|a> )

A equagao acima (0.1) pode ser representada em notagao matricial

(0W]a) ul, .. Ul (aW]a)

(HD]a) Uly . . . Ul (a™]a)

As novas ‘coordenadas ’ de |a > sdo obtidas a partir das velhas através de UT.
Em contrapartida, a mudanca da base é dada por U:

b9 =U]a?) | j=1,2,..,N.



§. Transformacao dos elementos de matriz
Seja a matriz de um operador arbitrario X. Calculemos os elementos de matriz
em relacao a nova base:

K = (00 [ X[50) = 5, (b®)]al™) (o] X]a™) (a]p0)

= Zm,n Ulim an Umn

Em termos de matrizes, isto pode ser representado por:

X=UloXoU=U"10Xo0U

Esta é chamada de Transformacao de Semelhanga.

§. Def: Traco de um operador Tr X

Tr X=>,(d|X]|d)

Theorem 2. O traco de um operador é uma propriedade independente da base.
Sem demostragao (exercicio):

T X =) WX[V)=> (d|X]d) cqd O
bl

a/

§. Propriedades do traco
Seja U um operador unitdrio. Temos as propriedades:

Tr(XoY)=Tr(Y oX)
Tr(UtoXoU) =Tr(U)
Tr(la"){a"]) = bar,an
Tr(la"){V]) = (a't)



§. Diagonalizagcao de Operadores

Theorem 3. Assumamos que temos um observavel B, cujos elementos de matriz
em relagao a base {|a’ >}sao todos conhecidos. Os dois problemas seguintes sao
equivalentes:

i) Diagonalizar a matriz de B na base {|a’ >};

ii) Encontrar a matriz unitdria U que fornece a mudanga da base

{la")} — {16}

onde a matriz de B é diagonal.

Dem. De fato, estamos interessados em obter os autovalores b’ e os autokets
|b' > de B, isto é
Bb) =V |V)

Projetando esta equagao sobre a base {|a’ >} obtemos
V' (a"|b') = (a" |BIV) =) (a"|B|d) (d'|)

a/l

e identificando (a’|b’) como os coeficientes lineares dos autovetores em relagao a
base {|a’)}, a equagdo acima escreve-se na forma matricial como:

BH B12 . BlN Cgl) Cgl)
B21 . .

ol . =01 . : (0.2)
BNl . .. BNN Cg\l/v) Cg\l[)

~ ~ e . . ! ~ L, . , . .
Solucoes nao triviais para os coeficientes {CE )} sao possiveis quando é satisfeita a
equacao carateristica

det(B—A-1)=0




para os autovalores {\}. Uma matriz hermiteana tem exatamente N autovalores
reais que sao identificados com os {0’} que queriamos determinar originalmente.
Uma vez conhecidos os autovalores {b()}, podemos resolver o sistema linear (0.2)
para os coeficientes
) = (aD[p®)

exceto por uma constante de normalizagao (lembremos que o sistema linear
homogeéneo (0.2) tem infinitas solugdes). Mas obter estes coeficientes é equivalente
a encontrar os elementos da matriz unitdria U que da atransformg¢ao da base

{la’)} — {[)}-
c.q.d. O

§. Def: Operadores equivalentes por unitaridade
Dois observiveis A e B sao ‘equivalentes * quando existe uma transformacao
unitaria U tal que

B=UoAoU'"

Theorem 4. A e B tém espectros idénticos.
Dem. Seja a equacao de autovalores
A |a(l)> —a® |a(l)> ’
e operando com U pela esquerda temos
U-A }a(l)> —U-A-1 }a(l)> —U-A-Ut.U |a(l)> = oDy ‘a(l)>
e escrevendo B = U - A - UT, obtemos
B (U ‘a(l)>) =aOU |a(l)> .
Escrevendo de maneira explicita a nova base

6Dy = U [a?) | j=1,2,...,N,

temos
B }b(l)> =0 |b(l)> 7
b — 40
Como existem infinitas transformacoes unitérias , este operador B = U - A - Ut
nao é considerado como fundamentalmente diferente de A. c.q.d.
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